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有限单元质量质心集中方法的探讨
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摘要 提出利用单元质量质心集中方法来优化单元惯性效应表征 改善单元力学效应匹配的思想: 将单
元质量质心集中能够建立精确描述单元质点系惯性效应的动力学方程, 进而达到优化单元惯性效应表征以及改
善单元惯性和变形两种力学效应匹配的目的.本文通过一维问题的频散效应分析等对该方法的有效性进行了详
细的分析和验证.
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引 言
在基于变形修正的模型简化方法基础之上建立
的超单元 , 其适应性强 计算效率高 计算结果好的
特点已经得到验证 汗3].该超单元的实质是: 将单元
所覆盖运动同步性区域的内部所有 自由度都用单元
内部超节点的准刚体模态来代替. 如果进一步将超
单元的质量全部集中在单元内部超节点上 , 单元边
界节点不分配质量 , 那么实现简化计算和显式求解
的同时 , 这一方案的计算结果和相同空间和时间步
长下只具有边界节点的结构单元的结果相比, 仍然
具有明显高的精确度 [a] . 这说明了在相同空间和时
间步长条件下 , 单元质量全部集中在内部超节点的
方法比单元质量边界节点集中的方法更具合理性.
1 单元质t 质心集中
超单元质量内部超节点集中的本质是将单元质
量全部置于单元内部质心节点上 , 其高效高精确度
的求解说明了单元质量质心集中方法的合理有效.
该方法假设单元质量全部集中在单元内部质心节点
上 , 边界节点没有质量分配. 在该假设下建立的单
元质点系动力方程 , 表示的是单元质点系在牛顿第
二定律描述下的动力平衡 , 能够精确描述单元质点
系在合外力作用下的运动 , 即单元的惯性效应. 由
此集合成的整体结构的动力方程表示的就是结构质
点系的动力平衡, 同样是在牛顿第二定律描述下,
能够对结构质点系在结构外力作用下的运动 , 即惯
性效应进行精确描述. 因此该方法能够更进一步逼
2009一10一13 收到第 1 稿, 2009一12一04 收到修改稿.
l) 丁桦, 教授, 主要从事波的传播和相关的反问题, 结构分析与优化控制结构碰撞等方面研究. E 一 m ail: hdin g@ im ec h  ao.cn
第 4 期 段鹏飞等 :有限单元质量质心集中方法的探讨
近单元受力运动的物理过程以及结构整体的动力特
性和动力响应. 引言中超单元质量的内部超节点集
中实质上体现的正是该方法. 也正是由于单元质量
质心集中优化了单元惯性效应的表征 , 改善了单元
惯性效应和变形效应的匹配, 才使得在相同空间和
时间步长条件下 , 质量内部超节点集中超单元的求
解精确度明显高于只有边界节点结构单元的.
对于只具有边界节点的结构单元集中质量模
型 , 单元质量只能够分布在边界节点上 , 使得单元
惯性和变形两种力学效应的表征全部依赖于边界节
点. 首先这不能精确描述单元质点系的惯性效应;
此外这势必会夸大相邻单元间边界相互作用的惯性
效应. 可见这样的质量集中并不是对单元惯性效应
的最优表征.
由此 , 单元质量质心集中方法可以理解为: 将有
限单元的质量全部集中在单元质心节点上, 建立对
单元质点系惯性效应精确描述的动力方程 , 进而达
到优化单元惯性效应表征, 改善单元惯性效应和变
形效应匹配的目的.
本文通过一维杆件的振动特性及振动传播等力
学问题的分析对这一方法的有效性进行了探讨 , 结
果表明, 该方法能够明显地提高求解的精确度 , 使
结果更趋近于真实解 , 从而很好地证明了该方法的
有效性.
作用力, 根据作用力与反作用力原理 , 它其实是相
邻单元对该单元的作用力 , 即该单元受到的单元间
相互作用的结构内力. 这个内力不是给定的, 需要
通过单元间的平衡关系来求解. 而式 (2)表示的是
单元边界节点的受力平衡 , 即相邻单元间边界节点
的受力平衡, 是静力平衡. 它直接给出了单元质心
节点和边界节点的位移关系. 将单元边界节点位移
表示为单元质心节点位移的函数, 可以得到
!孟= 兀言!一(f言一兀言!梦) (4)
将式 (4)代入式 (3),整理后可得
M 汹丁+( 兀氛一兀乳兀言!一万言;)可 = 式一开乳开言!一了言(5)
令 M 二= M 氛, 万乞= 万乳一兀异兀言 l万氛, 了乏=
 一兀乳开言 厅 ,则式 (5)可表示为
M 里试 + 兀呈可 = 了里 (6)
式 (6)即为质量质心集中单元的无阻尼动力方程.
类似地, 按照有限元的集合方法可以得到单元质
量质心集中的结构整体动力方程
M e公I + 开e ∀ , = F e (7)
其中, M c = M l, ,万c 二兀I, 一兀IB 兀晶万B, ,
F c = FI 一兀IB 万益FB. 下标 ,I# , 表示结构整体
质心节点自由度对应的特征, 下标 ∀B# , 表示结构整
体边界自由度对应的特征.
2.2 单元质t 内部集中一维杆单元
为了将质量集中在单元质心 , 首先建立有内部节
点的一维杆单元. 按照插值函数法 阵5]可以得到局
部坐标系下, 有内部节点杆单元的刚度矩阵
(8)
招召16和
A
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其中, E 为材料的弹性模量,
的截面积和长度.
分别是杆单元
按照这种单元节点位置的排列 , 质量质心集中一
维杆单元的质量矩阵就表示为
(9)
,Jl. 01.上UCOr.esL
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2 单元质t 质心集中动力模型
2.1 单元质且质心集中无阻尼动力方程
单元质量质心集中体现在单元质量矩阵上就是
将单元质量全部放置在矩阵内部质心节点对应的位
置上. 按这种方法, 单元动力方程可以表示为
 ro 0 1 ∃公言l r言!兀氛1 ∃!言1 {了言1
LO M 氛% 卜犷J L兀晃 开氛J 卜贫 J tf犷J(1)
其中标示 ,i# 表示单元内部质心节点自由度对应的
特征, 标示 ,b# 表示单元边界自由度对应的特征.
假设式 (l) 已经做了边界约束处理. 将其拆分为
两个等式, 即
万艺!!言+ 兀言!蓄= f言 (2)
M 袅公犷+ 万异!言+ 万袅!李= f犷 (3)
式 (2)和 (3)能够精确描述单元质点系的惯性效应.
其中式 (3)是对单元质心节点惯性效应的描述 , 它在
形式上是完备的: 人是作用在该单元质心节点上的
结构外力, 开乳 是该单元边界节点对质心节点的
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其中 p 是材料密度.
3 算 例
算例针对同一个力学问题 , 在相同单元尺寸 材
料参数和迭代时间步长的条件下 , 采用单元质量质
心集中模型和只具有边界节点的结构单元集中质量
模型对比求解的方法来判断前者的有效性.
首先来看一维杆件的振动特性分析. 单元几何
尺寸: l = 0. 3 m , 截面积 0. 01 m 2. 材料参数:
 E = 210G p a, 户= 7  8 x 103kg/m 3. 对比两种质量
集中方法下 15 个杆单元组成的一维杆件右端固支
时的固有频率.
对于无阻尼的系统 , 已知结构的质量矩阵和刚度
矩阵就可以求得系统的固有频率 &5一6].单元质量质心
集中的结果与解析的和边界集中的对比, 如图 1所
示. 单元质量质心集中方法与边界集中方法结果相
对误差的对比, 如图 2 所示.
图 2 所示 , 单元质量质心集中方法得到的杆件
前 6 阶固有频率值的相对误差都在 2% 以内, 第 8
阶固有频率的误差也不到 4% .而单元质量边界集中
结果第 6 阶固有频率的相对误差己超过 5% , 第 8
阶固有频率的相对误差更是已达 10 % . 这足以说明
单元质量质心集中方法对结构振动特征分析的有效
性.
其次是振动在两种离散模型中传播规律的比
较. 对比两种质量集中方法下 10 个杆单元组成的
杆件, 同一简谐振动 (幅值 0. 03 m , 频率 司 在其中
的传播规律. 单元几何尺寸和材料参数不变 , 求解
都采用 N ew m ar k 逐步积分法 , 时间步长 ∋忿选择
为l/砰不/2 二L4 / 10 一45. 定义特征频率 !!=
2训万7万/l, 它是一维结构杆单元集中质量空间离散
模型的截止频率 口一5] .
简谐振动在一维离散模型中第 t 个时刻距离振
源第 j 个节点的振动响应可以表示为 [v- 91
畔 = U0 [刀exp(i 沪){, exp(i  ! ∋) (10)
其中, i是虚数单位, U0 是振源振动幅值 , !是振
源振动频率 , ∋t是时间步长. 刃ex p(i  司 称为振
动传递函数, 其中 刀表示传递函数的幅值; 沪表示
传递函数的相位 , 是离散模型里振动传播的波数 kl
与杆单元长度 l乘积的相反数 [7- 0]
遏
一 解析解 : )
 . 1 . . . 一
沪二一k ,l (11)
姗舞匆
自振预率阶数
图 1 3 种方法的固有频率值
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图 2 2 种离散模型固有频率的相对误差
刀和 kl 可以通过振动传递过程中任意一点的振动时
程曲线得到 12).
根据波动有限元理论 卜∀ ], 离散模型中都存在
着截止频率. 当振源的振动频率大于模型的截止频
率时, 离散模型中不存在任何能量的传播, 产生所
谓的寄生振荡效应 , 此时振幅随着节点到振源距离
的增大而减小 , 即传递函数幅值 刀< 1.当节点振动
频率小于模型的截止频率时 , 振动可以在离散模型
中传播, 此时振幅在传递过程中不变 , 即传递函数
幅值 刀二L
通过比较同一个简谐振动分别在两种质量集中
模型中传播的传递函数幅值试图 3 所示), 判断在相
同空间和时间步长条件下两者截止频率值的大小.
可以看到在算例选取的空间和时间步长条件下 , 单
元质量边界集中模型的 叮值在 !/!!= 1 附近开始
衰减 , 说明该条件下该离散模型的截止频率在 !!附
近. 而在单元质量质心集中模型里 , 同一现象出现
在 /!!= 7r /3 附近. 这一对比说明, 在相同空间和
时间步长条件下, 单元质量质心集中提高了离散模
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!/!!二0. 6 时, 单元质量质心集中模型沪值的相对
误差还不到 3% ,而此时单元质量边界集中模型的已
远远超过 5% ,而 !/!!= 0.7 时, 单元质量质心集中
模型 沪值的相对误差还在 5% 以内. 对比说明, 单
元质量质心集中有效抑制了离散模型的频散效应 ,
提高了振动传播模拟的精确度. 我们分析了多个对
应节点的振动时程曲线, 得到了相同的结论.
划毕报喇拿称据图
振动颇率/特征频率
岁绷麟友舞图 3 3 种模型的振动传递函数幅值
型的截止频率值. 我们分析了多组两相邻节点的振
幅 , 得到了相同的结论.
根据波动有限元理论 &7- 1!, 寄生振荡效应产生
前 , 振动可以在离散模型中传播. 但是和在连续模
型中的传播规律不同, 离散模型中振动传递函数相
位值 沪不再与振动频率 !成正比关系, 而是随着 !
的增大越来越偏离连续模型中与 !的正比关系. 即
所谓的频散效应.寄生振荡效应产生后, 相邻两节点
振动相位相反, 此时振动传递函数相位值 沪二一7r.
相同空间和时间步长条件下, 两种离散模型对振
动传播模拟精确度的高低可以通过比较两者传递函
数的相位值 沪来判断. 图 4 是不同 / !对应的沪
值图, 可以看到在离散模型里, 随着 公的增加 , 沪
越来越偏离连续模型中它与 !所成的正比关系, 即
频散效应越来越明显. 其中单元质量质心集中模型
的沪值曲线与质量边界集中的相比偏离趋势缓和,
即振动在前者传播的频散效应相对弱.
振动顺率/特征狈率
图 5 2 种离散模型传递函数相位值的相对误差
可见 , 在相同空间和时间步长条件下 , 单元质量
质心集中离散模型对振动的传播有着更高的截止频
率值和更广的精确度范围, 说明单元质量质心集中
方法在振动传播模拟问题上的有效性.
4 结 论
一 连续模型
~ 质遥质心集中
提出利用单元质量质心集中方法来优化单元惯
J性效应表征  改善单元力学效应匹配的思想 , 并利
用该方法对一维杆件的动力学问题进行了详细的分
析. 发现在一维杆件振动特性分析的问题上, 单元
质量质心集中能够明显提高结构固有频率值计算的
精确度. 在一维离散模型振动传播的问题上, 单元
质量质心集中不仅使得离散模型的截止频率值提高
了 10% 左右, 还有效抑制了振动传播过程中的频散
效应, 提高了离散模型对振动传播模拟的精确度.
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图 4 3 种模型的振动传递函数相位值
两种离散模型的振动传递函数相位值 沪 在
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模态一(正对称屈曲) 棋态二(反对称属曲) 不对称屈曲
图 10 预应力钢压杆不对称屈曲
通过 = 0 , 联立方程组, 即可解得 P cr . 根
据作者研究 10 ], 对于不对称屈曲显著的钢压杆, 利
用式 (6)得到的临界荷载要低于式 (3)或 (4)求得的
临界载荷, 但误差不超过 15 %.
4 结 论
(l) 基于一般撑杆式预应力钢压杆正对称和反对
称两个基本屈曲模态 , 给出了相应的完备屈曲形态
函数, 并推导得到相应的临界荷载计算公式.
(2) 取形态函数模拟项数为预应力钢压杆节间
数, 计算得到的临界荷载可以很好的满足工程精度.
(3)给出了不对称屈曲的形态函数.
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